Dogrusal Programlama
o s

GIRIS
Yoneylem arastirmasinin en gelismis ve yaygin uygulama alanini olusturan dogrusal programlama,

dogrusal karar problemleriyle ilgili kavram ve teknikler toplulugudur. Bu bdélimde, dnce dogrusal
problemlerin matematiksel modellemesi anlatilip, sonra da 6rnek problemler ele alinip modellenecektir.

Dogrusal programlama, belirli bir amaca ulasmak i¢in, bazi kisitlayicilar altinda kit kaynaklarin en
verimli sekilde kullanilmasini saglayan bir matematiksel yontemdir. Bu sekilde varilmak istenen amag,
kar maksimizasyonu (en biiyiikleme) veya maliyet minimizasyonu (en kiigiikleme) olarak belirlenebilir.
Dogrusal programlamada “dogrusal” s6zciigii, fonksiyonlarin dogrusalligini, “programlama” ise planlama
islemini ifade etmektedir. Dogrusal programlama, tiim uygun segenekler arasindan optimum (eniyi)
sonucun elde edilmesini saglayan planlama faaliyetlerini igermektedir. Dogal olarak boyle bir
programlama siirecinde, dnce gerekli veriler toplanir, problem modellenir ve daha sonra modelin ¢6ziimii
arastirilir.  Dogrusal programlama modeli kurulurken amacin, degiskenler arasinda iligkilerin ve
kullanilacak kit kaynaklarin tanimlanmasi gerekir.

Giintimiiz sistemleri (liretim, dagitim, vb.) biiyiik sistemlerdir. Bu biiyiik sistemlerin modelleri de ¢ok
sayida degisken ve kisitlayicidan olugmaktadir. Bityilk modeller, bilgisayar yardimiyla
coziilebildiginden, dogrusal programlamanin uygulama alani sadece kit kaynaklarin dagitimi ile sinirlt
kalmamis, diger bir¢ok alanda da 6nemli uygulamalar ortaya konmustur. Dogrusal programlamanin
uygulama alanlari ile ilgili olarak asagidaki liste verilebilir.

e Ulastirma ve lojistik problemleri,
e Endistriyel tiretim planlamasi ve envanter (stok) kontrolii
e  Personel programlamasi

e Beslenme(diyet) problemleri

e Karigim problemleri

e Tarimsal planlama

e Finansal planlama

e  Yatirim planlamasi

e Saglik sistemleri

e  Askeri planlama

e  Trafik planlamasi

e Atama problemleri

e Reklam segimi problemleri

e Karigim problemleri
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Isletme ve iktisat bilim dallarmi da yakindan ilgilendiren dogrusal programlama, yoneylem
arasgtirmasinda da en yaygin kullanilan araglardan birisidir. Genis bir uygulama alant olan dogrusal
programlama, ayrica isletmelerin karsilastigi darbogazlarin giderilmesinde, kit kaynaklarin etkin
kullanimt ve bunlarin goélge fiyatlarinin belirlenmesi ile en uygun g¢6ziimlere ulastiracak politikalari
saptamada kullanilmaktadir.

w #» B8 Dogrusal programlamanin uygulama alanlari nerelerdir?

DOGRUSAL PROGRAMLAMANIN VARSAYIMLARI

Gergek hayatta karsilagilan ¢ogu karar problemi i¢in, en azindan uygun kabullerle, dogrusal karar modeli
gelistirmek miuimkiindiir. Bir problem igin karar modeli gelistirmek ve kurmak gercek sistemi
matematiksel olarak ifade etmek demektir. Bu islem yapilirken bilgi kayb1 kaginilmazdir. Onemli olan
en az bilgi kaybi ile doniisiimii gergeklestirebilmektir. Bu nedenle modelden tutarli sonuglar elde
edilebilmesi icin agagidaki varsayimlar kabul edilmelidir.

Dogrusallik (Oranlilik) Varsayimi

Bu varsayim modelin amag fonksiyonu ve kisitlayici fonksiyonlari ile ilgilidir. Dogrusallik varsayimi,
isletmenin girdileri ile giktilar1 arasinda dogrusal bir iliskinin oldugunu gésterir. Uretim diizeyi artarken
ayni oranda tiretim girdileri de artar.

Eger, X’inci eylem i¢in amacin olusumu dogrusallik 6zelligi gosteriyorsa, Xj’nin her bir birim
degerinin kara katkisi ¢; iken, Xj’nin ¢dziim degerinin amaca katkisi ¢;X; kadar olur. Bunun yaninda karar
problemine esas olan b;’inci kaynaktan her bir birim X; icin gerekli kaynak miktar: a;; olmak tizere X; igin
kaynak gereksinimi a;X; kadar olur. Kisitlar ve amag¢ fonksiyonu birinci dereceden fonksiyon olmalidir.
Aksi takdirde, dogrusal olmayan programlama s6z konusu olur.

Bu varsayim, her bir karar degiskeninin; gerek amag fonksiyonu, gerekse tiik kisitlayicilara etkisinin
s6z konusu degiskenin (X; ) degeriyle dogru orantili olmasi gerektiginin ifade eder.

Karar degiskenlerine kontrol edilebilen degiskenler denir. Istatistikte

degisken Xi-tesadiifi degiskendir ve serbestce degerler alabilen degisken olarak
tanimlanir.

Toplanabilirlik Varsayimi

Dogrusal programlamada her fonksiyon, iligkili oldugu faaliyetlerin, bireysel katkilarinin toplamidir.
Karar degiskenlerine verilecek degerlere gore, her birinin sagladigi katkilar toplanip, toplam
katkiyl, yani amac¢ fonksiyonunu olusturuyorsa, toplanabilirlik varsayimi gecerlidir demektir. Bu
varsayimi, kisitlayicilarin sol tarafindaki sabitler igin ele alirsak; degisik iiretim faaliyetlerine kaynak
olan, tretim girdilerinin toplaminin, her bir islem igin ayri ayri kullanilan girdilerin toplamina esit
oldugunu gosterir.

Boliinebilirlik Varsayimi

Modelin karar degiskenleri X;’ler, her tiirlii reel degerleri alabiliyorsa, béliinebilirlik varsayimi saglaniyor
demektir. Boylece, karar degiskenleri, bazi faaliyetlerin diizeyini gosterdiginden, faaliyetlerin kesirli
diizeylerde galisabilecegi varsayilir.

Bazen girdi ve ciktilarin boliinmezlik sorunu nedeniyle, karar degiskenlerini tamaminin veya
bazilarinin tam say1 olmasi gerekebilir. Bdyle durumlarda, tam sayili programlama s6z konusu olur.
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Belirlilik (Kesinlik) Varsayimi

Dogrusal programlama modelindeki tiim parametrelerin (ama¢ fonksiyonu katsayilari-cj, sag taraf
sabitleri-b; ve teknoloji katsayilari- a;) biliniyor oldugu varsayimidir. Parametre degerlerini kesin olarak
biliniyor olmasi varsayimi, modelin deterministtik model oldugunun gostergesidir.

Bir problemde, karar degiskenleri ve parametrelerle ilgili olarak; dogrusallik, toplanabilirlik,
boluinebilirlik ve belirlilik varsayimlar: gecerli ise bu problem dogrusal programlama problemi olarak
modellenip ¢oziilebilir. Burada dikkat edilmesi gereken husus, problemin dogru belirlenmesidir.
Parametre degerlerinden kesin degerleri bilinmeyenler igin tahmin yoluna gidilebilir. Daha sonra
matematiksel modelleme asamasina gegilmelidir. ~ Fakat modelin dogrusallik ve boliinebilirlik
varsayimlary, gergek diinyadaki iligkileri gozlemlendiginde bir eksiklik gosterdigi soylenebilir.
Denilebilir ki, bu iki varsayim dogrusal programlama yontemini kisitlamaktadir.

M o Dogrusal programlama modeli kurulurken hangi varsayimlar kabul
edilmektedir?

DOGRUSAL PROGRAMLAMADA MODEL KURMA

Model kelime anlami gercegin benzeri demektir. Model kurma, sistemi olusturan unsurlarin
matematiksel terimlerle ifade edilmesidir. Bagska bir deyisle problem, matematik diline terctime edilir.
Model dogrusal programlama gibi standart bir matematiksel model halinde ifade edilebiliyorsa, bilinen
algoritmalar yardimiyla ¢6ziime ulasilabilir. Bir problemin, dogrusal programlama modeli kurulurken
once karar degiskenleri tanimlanir, sonrada amag fonksiyonu ve kisitlayicilar formiile edilir.

DIKKAT A!
Algoritma: Problem ¢dziimiinde izlenen yol olarak isimlendirilebilir.

Karar Degiskenlerinin Belirlenmesi

Bir problemin dogrusal programlama modelinin kurulmasina, oncelikle karar degiskenlerinin
tanimlanmastyla baglanir. Karar degiskeni: bir problemde karar vericinin kontrolii altinda olup da, degeri
arastirilan eylemler, karar degiskenleridir. Herhangi bir dogrusal programlama modelinde karar degis-
kenleri, alinacak kararlari tamamen betimlemelidir. Karar degiskenleri, alinacak kararlara iligkin faali-
yetlerin diizeyini gostermektedir.

Karar degiskenleri genellikle; Xj sembolii ile gosterilir.

X;:Jj’ inci iirtinden iiretilecek (veya tasinacak) miktar anlamindadir. (=1,2,....,n)

Amacg¢ Fonksiyonunun Belirlenmesi

Herhangi bir dogrusal programlama probleminde karar verici, karar degiskenlerinin bazi fonksiyonunu
maksimum veya minimum yapmak ister. Maksimum veya minimum yapilmak istenen fonksiyona, amag
fonksiyonu adi verilir.

Dogrusal programlama modelinden beklenen sonucun alinabilmesi i¢in, amacin agik olarak bilinmesi
ve nicel olarak yazilimi gerekmektedir. Modelin amag fonksiyonu yazilirken;

Karar degiskenleri: X, X, , ..., X,

Birim kér veya maliyet katsayilari cy,c,,....,Cj,...,Cq ile gosterildiginde,
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Amag fonksiyonu:

Max/Min Z = ¢, X, + ¢, Xot+ ... +¢iXjt+ ... + ¢ X,

veya genel olarak

Max/MinZ=chj-Xj (j=1,2,..n)
seklinde de yazilabilir.

Kisitlayicilarin Belirlenmesi

Ekonomide tiretim kaynaklari veya tiretim faktorleri sinirlhidir. Bir igletmenin elindeki makine kapasitesi,
teknolojisi, isglicii, enerji, sermaye, hammadde, yart mamul madde, malzeme gibi iiretim faktorleri ile
iiriinlerine olan talep de siirlidir. Dolayistyla karar degiskenlerinin miktar1 da sinirh olacaktir. Onemli
olan, bu kisitlayicilar altinda amag fonksiyonunu saglayan irtinler iiretmektir.

Isletmenin faaliyetlerinde,
b; : i’inci kaynak miktari(i’inci kisitin sag taraf sabiti), (i=1,2,3, ... m)
a;: bir birim X; igin gerekli i’inci kaynak miktari(Xj’lerin i’inci kisittaki teknoloji katsayilarr)

sembolleri ile gosterirsek, m kisit ve n karar degiskeninden olusan dogrusal kisitlayici fonksiyonlarin
genel hali agagidaki gibi ifade edilebilir.

311X1+312X2+... +alej+... +a1an < b]
321X1+322X2+. .. +aszj+. .. +a2an < bz
ai1X1+aizX2+. .. +ainj+. .. +aian < bi
aml)(l—’_amz)(z—’_- .. +amjxj+~ .. +aman < bm

DIKKAT A!
Kisitlayicilardaki karar degiskenlerinin katsayilari (a;;), farkh riinlerin

tiretiminde kullanilan teknolojiyi yansittigi i¢in, teknolojik katsayilar adi verilir.

Kisitlayicilarin sag taraf sabitlerini olusturan b;’ler daha once ifade ettigimiz gibi elverisli kaynak
miktarini gosterir. Bu kaynak miktarlar1 kisitlayici fonksiyonuna gore her zaman sinirli olmaz. Bazen
karar degiskenlerinin istediginden fazla veya tam esitlikte olabilir. Bu nedenle kisitlayict denklemler, “="
esitlik seklinde olabilecegi gibi, esitsizlik seklinde de olabilir. Esitsizlik durumu, yukarida gériildiigii gibi
“<” (kugiik esit) seklinde olabilecegi gibi, “>” (biiyiik esit) seklinde de olabilir.

aﬂXI-l-aQXz-i-. .. +ainj+. . +aian > bi
veya

a; X tapXst... +ainj+.. . +a;,X, =b;

Kisitlayici fonksiyonlar genel olarak asagidaki sekilde de gosterilebilir.

< o
I NI

[\
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isaret Kisitlamasi

Dogrusal programlama probleminin matematiksel modelini tamamlamak i¢in her bir karar degiskeninin
negatif olmama varsayimini saglamasi gerekir. Karar degiskeni X;’nin sadece pozitif degerli oldugu
varsaylilirsa , “ Xj = 0” isaret kisitt modele eklenir.

X;20 (=12, ... n)

Simdi dogrusal programlama modelinin matematiksel yazilimi asagidaki gibi olacaktir.

Max/Min Z = ¢1 X + ¢, Xo+ ...... + cnXy
Kisitlayicilar
311X1+312X2+ +a1an < bl
321X1+322X2+ . +a2an < bz
alel+am2X2+ o +aman < bm
ve XbXZ, ,XHZ 0

Herhangi bir dogrusal programlama modeli, belirlenen amag fonksiyonunu minimize veya maksimize
edecek karar degigkenlerinin degerini bulmak i¢in kurulur.

W # B8 Dogrusal programlama modelinin temel bilegenleri nelerdir?

DOGRUSAL PROGRAMLAMA MODEL KURMA
UYGULAMALARI

Bu bagslik altinda dogrusal programlamanin varsayimlart altinda bir problemin, dogrusal programlama
modeli olarak nasil ifade edilebilecegi, orneklerle anlatilmaya g¢alisilacaktir. Bir karar problemi igin
model gelistirme 6ncesinde amacin, karar degiskenlerinin ve parametrelerin tanimlanmis olmasi gerekir.
Dogrusal programlamanin uygulama alanlarint 6rneklemek ve modellemek icin asagidaki bazi
problemlerin modellenmesi ele alinacakti.

Uretim Planlamasi

Dogrusal programlamanin en yaygin kullanildig1 alanlardan birisi, tiretim isletmelerin de maksimum karli
veya minimum maliyetli tiretim bilegenlerini belirlemede kullanilmasidir.

Ornek 2.1. Bir marangoz isletmesi masa ve sandalye iiretmektedir. Bir masa yapimi igin 30 metre
tahtaya ve 5 saat is giicline gerek vardir. Bir sandalye yapimi igin de 20 metre tahtaya ve 10 saat is
giiciine gerek vardir. Isletmenin elinde 300 metre tahta ile 110 saat is giicii vardir. Ayrica bir masanin
satisindan elde edilen kir £6 ve bir sandalyenin satisindan elde edilen kir £8’dir. Isletmenin amaci
maksimum kara ulagsmaktir. Buna gore marangoz isletmesi ne kadar masa ve sandalye iiretmelidir.
Problemi dogrusal programlama modeli olarak ifade ediniz.

Coziim: Karar degiskenleri:

X : iiretilecek masa miktarini,

X, : uretilecek sandalye miktarini, gostersin.
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Amag fonksiyonu;
MaxZ =6 X+ 8 X,
(Toplam Kar. Uretilecek X, adet masa ve X, adet sandalyeden elde edilecek karlarin toplami.)
Kisitlayicilar
30X, +20X, <300 (tahta kisiti)
5X;+10X, <110 (is giicii kisitr)
ve X,X520
Ornek 2.2. Bir isletme XY ve Z gibi iig iiriin iiretmektedir. Bir birim X iiretiminde 1 birim A mali
girdisi ile 1 birim B mali girdisi kullanilmaktadir. Bir birim Y mali tiretiminde ise 1 birim A mali ile 2

birim B mali girdisi kullanilmaktadir. Birim Z iiretiminde ise sadece A mali girdisi kullanilmaktadir.
Isletmenin elinde kullanilabilir 40 birim A mali ile 20 birim B mali bulunmaktadir.

Ote yandan, bir birim X malinin satis fiyat1 £10, bir birim Y malinin satis fiyat:1 ©15 ve bir birim Z
malimin satis fiyati ise £12°dir. Bu X,Y,Z mallarinin birim iiretim maliyetleri sirasiyla £8, £9 ve £7’dir.
Buna gore isletmenin karini maksimum kilabilmek igin iiretim bilesimi ne olmalidir. Problemi dogrusal
programlama modeli halinde ifade ediniz.

Coziim: Karar degiskenleri:
X : iiretilecek X iiriiniiniin miktarini,
X, : iiretilecek Y iiriiniiniin miktarini,
X; : tretilecek Z tirtintintin miktarini, gostersin.

Amag karin maksimizasyonu oldugundan, oncelikle isletmenin trettigi ii¢ Urilin igin birim net
karlarinin bulunmasi gerekmektedir.

Birim kar: Birim satis fiyati — birim tiretim maliyeti
Buna gore X,’in net kar1 £2, X, nin net kar1 £6 ve X3’iin net kar1 da ©5° dir.
Amag fonksiyonu:

Max Z = 2X1 + 6X2 +5X3

Kisitlayicilar
X+ X, +X5<40 (A mali girdisi)
X, +2X, <20 (B mali girdisi)

ve XI,XZ, X32 0

Ornek 2.3. Bir metalik parga iireten atSlye A ve B mamullerini imal etmektedir. A’ dan 3 /parga ve B’
den £2 /parga kar edebilmektedir. Her giin, her bir mamulden 12 diizine satabilmektedir. Atdlyede torna,
freze ve taslama olmak iizere li¢ tezgéh vardir.

e A mamuliinden bir birim iiretebilmek i¢in, tornada 5 dakika, frezede 7 dakika ve taslamada 4
dakika iglem gérmesi gerekmektedir.

e B mamuliinden bir birim {iretebilmek i¢in, tornada 3 dakika, frezede 9 dakika ve taslamada 7
dakika islem gérmesi gerekmektedir.

Atdlyede bir torna, bir freze ve bir taslama tezgahi vardir. Bu tezgéhlar baska islerde de kullanildig:
icin sadece agagida belirtilen miktarlarda bog zamanlari vardir.
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Tezgah bos Zamani (dak.)
Torna 65
Freze 100
Taslama 90

A ve B’den ne kadar iiretilsin ki maksimum kara ulasilsin. Problemi dogrusal programlama modeli
olarak ifade ediniz.

Coziim: Karar degiskenleri:

X, : A mamuliinden iiretilecek miktarsi,
X, : B mamuliinden iiretilecek miktari, gostersin.
Talep: 12 diizine —12 x 12 = 144 adet olmak iizere,
Amag fonksiyonu;
Max Z =3X; +2X,
Kisitlayicilar
X < 144 (talep)
X, < 144 (talep)
5X; +3X, <65 (torna zamani)
7X, +9X, £ 100 (freze zamani)
4X;+7X, <90 (taslama zamani)
ve X,X5,2=>0
Ornek 2.4. BORSAN firmasinin ii¢ fabrikasi var ve her fabrikada ii¢ ayr1 boyda boru iiretilmektedir. Ug
boyda boru satisindan elde edilen birim karlar sdyledir. Biiyiik boy igin £800, orta boy icin £600 ve

kiigiik boy igin de £540. Ug fabrikadaki emek ve makine giiclerine gore ancak haftada 1 nolu fabrikada
800 birim, 2 nolu fabrikada 650 birim ve 3 nolu fabrikada 450 birim iiriin iiretebilmektedir.

Fabrikalarin stoklama alanlari da siirlidir. 1 nolu fabrikanin 1400m?, 2 nolu fabrikanin 1250 m? ve
ii¢ nolu fabrikanin da 800 m?>lik stoklama alani vardir. Biiyiik boy boru haftalik iiretiminde 2,5 m?, orta
boy boru haftalik iiretiminde 2 m” ve kiigiik boy boru haftalik iiretimi i¢in 1,5 m* yere gerek vardur.

Satig b6liimiiniin tahminine gére haftada biiyiik boy borudan 800, orta boy borudan 900 ve kiigiik boy
borudan 600 birim satilabilmektedir. Ote yandan, yonetim ii¢ fabrikada iiretilen mallarin goreli sayisinin
emek ve makine kapasitelerine denk oranda olmasini istemektedir.

Y6netim, karini en ¢ok yapabilmek igin ii¢ fabrikada her bir boydan ne kadar birimlik iiriin iiretilmesi
gerektigini saptamak istemektedir.

Problemi dogrusal programlama modeli olarak kurunuz.

Coziim: Bu problemde, karar degiskenleri ve parametreleri fabrika-iiriin iligkisini belirtecek sekilde ¢ift
indisle gdstermek yerinde olacaktir.

Karar degiskenleri
Xj= 1’inci fabrikada iiretilecek j’inci boyda boru miktari.

(i=1,2,3) (j= 1 biiyiik, j=2 orta, j=3 kiigiik)
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Amag fonksiyonu:
Max Z = 800(X;+X21+X31)+600(X 12+ X0+ X52)+540(X 131X 3+ X33)
Kisitlayicilar

Emek ve makine kapasiteleri kisitlayicilar

Stoklama alani kisitlayicilar

2,5X 112X 5+1,5X5 < 1400
2,5X5112X+1,5X53 < 1250
2,5X512X5,+1,5X35 < 800

Satig tahmini kisitlayicilar

X11+X51+ X3, < 800
X2+ X5+ X3 <900

Her fabrikada y6netimin istedigi denk oranlar su sekilde gosterilebilir.

Xll +X12 +X13 — X21 +X22 +X23 — X31 +X32 +X33

800 650 450

Bu esitlik, iki ayr1 dogrusal kisitlayici olarak asagidaki sekilde yazilabilir.

650(X 1+ X2+ X13) — 800(Xa;+Xp0+X03) = 0
450(Xa1+ X2 +X03) — 650(X31+ X3+ X33) = 0

Boylece model biitiin olarak agagidaki sekilde yazilabilir.

Max Z = 800(X;+X21+X31)+600(X 12+ Xon+X52)+540(X 131X 35+ X33)

Kisitlayicilar

X1+ X2+ X3 < 800

X1+ X0+ X053 <650

X351+ X3+ X33 <450

2,5X 112X +1,5X5 < 1400
2,5X5112X5+1,5X5; < 1250
2,5X51+2X35,+1,5X353 < 800

X1+Xo1+ X351 < 800

Xipt X2+ X352 <900

X151 Xo31+ X353 <600

650(X11tX12+X13) — 800(X21+ X201 X03) = 0
450(X21+ X2t X03) — 650(X511X51X53) = 0
ve X;20  (i=12.3) (1.2.3)
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Ornek 2.5. Atlas Mobilya, “K&y Tipi” ve “Modern” olmak iizere iki degisik tip vitrin imal etmektedir.
Her bir vitrin imal edilirken marangozluk, boyama ve son kontrol olmak {izere ii¢ islemden gecmektedir.
Asagida goriilen tabloda imal edilen her vitrin igin iglem siiresi (saat), glinliik her iglem-iiretim kapasitesi
(saat) ve iiretilen her iiriinden elde edilen net kar () ile ilgili bilgiler yer almaktadir. Firmanin, bir
dagitict firmayla, haftada her bir vitrinden minimum 300 adet (giinliikk 60 adet) iiretmesi hususunda
anlagsmasi mevcuttur. Firma sahibi, giinliik gelirini maksimum eden iiretim karisimina karar vermek
istemektedir. Problemin dogrusal programlama modelini kurunuz.

Vitrin tarzi Marangozluk Boyama Son kontrol Net kar
Koy tipi 3 1,5 % 28
Modern 2 1 % 25
islem kapasite 360 200 125

Coziim: Karar degiskenleri;
X, : Koy tipi vitrinden giinliik iiretim miktari,
X, :Modern tip vitrinden giinliik tiretim miktari.
Amag fonksiyonu

Max. Z =28 Xl +25 Xz

Kisitlayicilar
180 X; +120 X, < 21600 dakika

90 X, + X, <£12000

45 X, + 45X, <7500
X <60
X, €60

Ve Xl, Xz >0

DIKKAT B!
Sag taraf sabitleri ve teknik katsayillar saatten dakika cinsine

dénistiiriIimiistir.

Tarim Planlamasi

Tarim sektoriinde giftciler icin en 6nemli problem, en ¢ok kari saglamak icin eldeki arazinin iiriin
tiirlerine gore taksimi nastl olmalidir? Ayrica arazinin tiretim verimliliginin bilinmesi halinde, hangi
tirtinden ne kadar iiretim elde edilebilecegi de belirlenebilmektedir.

Ornek 2.6. Bir giftinin toplam 100 déniimliik arazisi vardir. Yetistirebildigi kadar; misir, fasulye ve
karpuz satabilmektedir. Misir £3/kg, fasulye B2/kg ve karpuz £0,25/kg kar getirmektedir. Biitiin bu
tiriinler igin ayn1 giibre kullanilabilir ve giibrenin fiyat1 £2 /kg’ dir. Gereken giibre miktar1 misir igin 20
kg/doniim, fasulye icin 10 kg/doniim ve karpuz igin 5 kg/doniimdiir. Beklenen tiriin miktar1 100 kg
misir/doniim, 80 kg fasulye/doniim ve 1000 kg karpuz/déniimdiir. Biitiin iirtiniin 5 giin icinde toplanmasi
gerekir. Toplam 20 isgi vardir ve her birinin licreti £30/giin’diir. Her bir is¢i giinde 10 saat
caligabilmektedir. Misirt toplamak icin 20 isci saati/dontim, fasulyeyi toplamak icin 8 is¢i saati/déniim ve
karpuz toplamak igin 12 iggi saati/déniim gerekmektedir. Buna gore ¢iftginin karint maksimum kilacak
tirtin ekimi ne olmalidir. Problemi dogrusal programlama problemi olarak ifade ediniz.
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Coziim: Karar degiskenleri:
X : misir ekilecek arazi(déniim) miktarini,
X, : fasulye ekilecek arazi(déniim) miktarini,
X; : karpuz ekilecek arazi(doniim) miktarini, gostersin.
Amag karin maksimizasyonu oldugundan, 6ncelikle ¢iftginin iiretecegi ii¢ {iriin i¢in birim karlarimin
bulunmasi gerekmektedir.
Musir kér = (£3/kg x 100kg/déniim) —£2/kg x 20 kg/déniim- £30/giin x 2 giin/doniim
=300 — 40 — 60 = £200/d6niim
Fasulye kar = (P2/kg x 80kg/doniim) - £2/kg x 10 kg/d6niim- £30/giin x8/10 giin/doniim
=160 —20 — 24 = £116/doniim
Karpuz kar = (£0,25/kg x 1000kg/d6niim) —£2/kg x 5 kg/doniim—£30/giin x12/10 giin/déniim
=250 — 10 — 36 = £204/d6niim
Amag fonksiyonu;

Max Z =200X; + 116X, +204X;
Kisitlayicilar

X+ X, + X3 <100 (arazi kisit1)
20X, + 8X, +12X5 <1000 < (20 is¢i x 10 saat x 5 giin) < (is giicii kisit1)

Ve Xl, Xz, X';Z 0

Karisim Problemi

Ornek 2.7. Kiimes havani besicilerine yem iiretip satan bir firma minimum maliyetli yemi iiretmeyi
istemektedir. Her bir tavugun 1. 2. ve 3. besleyici elemandan (vitaminden) giinde 250, 150 ve 400
birimlik ihtiyact oldugu varsayilmaktadir. Bu besleyici elemanlar A,B,C ve D besin maddelerinin agagida
belirtilen miktarlarinda (kilo basina) karisimlarindan elde edilebilir.

Besleyici Elemanlar Besleyici maddeler Minimum Giinliik
(vitamin, protein vb.) A B C D ihtiyag

1.besleyici elemen 20 15 10 30 250

2. besleyici elemen 25 15 20 25 150

3. besleyici elemen 25 20 20 30 400

Besleyici madde —yp £304,10 20 40

Birim fiyatlari

Yemi iireten firma besin maddelerinden, hangi oranda karistirip imal etmeli ki, maliyet minimum
olsun ve yem giinlilk beslenme (vitamin, protein, vb.) ihtiyacini karsilasin. Problemi dogrusal
programlama modeli olarak ifade ediniz.
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Coziim: Karar deg

iskenleri:

X : A besin maddesinden yeme katilacak miktari,

X, : B besin maddesinden yeme katilacak miktari,

X; : C besin maddesinden yeme katilacak miktari,

X4 : D besin maddesinden yeme katilacak miktari, gostersin.

Amag fonksiyonu;

Max Z = 3OX1 + lOXz +20X3 + 40X4

Kisitlayicilar

20X, + 15X, + 10X5 + 30X, 2250

25X+ 15X, +20X;5 + 25X, =150

25X, + 20X, +20X;5 + 30X, =400

Ve Xl,Xz, X3 ,X4 >0

Ulastirma ve Lojistik Problemler

Ulastirma ve dagitima iliskin problemler, daha genis anlamda lojistik problemler, ulagtirma ve atama
problemleri boliimiinde daha sonra ele alinacaktir. Burada amag ulastirma ve lojistik problemlerinin,

nasil dogrusal programlama modeli olarak ifade edilecegini géstermektir.

Ornek 2. 8. ATLAS Lastik isletmesi, ii¢ fabrikasinda kamyon lastigi iiretmektedir. Bu tiriinlerini, dort
ayri bolgede bulunan bayilerine gondererek, bayileri araciligi ile pazarlamaktadir.
tiretim kapasiteleri, bayilerin aylik talepleri ve her bir fabrikadan her bir bayiye birim tagima maliyetleri

asagida verilmistir.

Fabrikalar A B C Toplam
Aylik tretim kapasitesi | 380.000 220.000 350.000 950.000
Bayilerin gelecek ay talepleri ise:
Bayi 1 2 3 4 Toplam
Talep 180.000 250.000 340.000 150.000 920.000 adet
Birim tagima maliyetleri (*£100)
Bayi
Fab. 1 2 3 4
A 25 38 30 19
22 34 18 36
C 35 15 15 32

Hangi fabrikadan hangi bayiye, minimum maliyetle ne kadar lastik gonderilebileceginin bilinmesi
istenmektedir. Bir ulastirma problemi olan bu problemin, dogrusal programlama modelini kurunuz.
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Coziim: Bu problemde, karar degiskenleri ve parametreleri fabrika-bayi iligskisini belirtecek sekilde
(Sekil 2.1.) gift indisle gostermek yerinde olacaktir.

Karar degiskenleri;

Xj= 1 ¢ inci fabrikadan j ‘ inci bayiye gonderilecek lastik miktari, (i=1,2,3) (j=1,2,3,4)

Kapasiteler Fabrikalar Bayiler Talepler
180.000

380.000
250.000

220.000
340.000

350.000
150.000

Sekil 2.1: Fabrikalardan bayilere ulastirma sebekesi

Amag fonksiyonu, toplam tasima maliyetinin minimum kilinmasidir.  Kisitlayicilar ise, fabrika
kapasite kisitlar1 ve bayi talep kisitlari olacaktir. Buna gore problemin dogrusal programlama modeli
asagidaki gibi yazilir.

Max Z:25X11+38 X12+3O X13+ 19X14+22 X21+34 X22+18 X23+ 36X24+35 X31+15 X32+15 X33+32 X34
Kisitlayicilar

Xt Xt X5+ X14<380.000

Xoit Xopt+ Xzt X34 <220

X3+ Xaot+ X3t X34< 350

X+ Xo1t+ X51> 180.000

Xt Xt X32,>250.000

X3+ X5t X35> 340.000

X4t Xogt X34> 150.000

ve X;>0 (i=1.2,3) (=1.2.3.4)

Ornek 2.9. Bir kargo ugaginin ii¢ bolmesi: 6n bslme, orta bolme ve arka bolme vardir. Bu bolmelerin
agirlik ve alan kapasiteleri agagida belirtildigi kadardir.

B6lme Agirlik kapasite(ton) Alan kapasite(m®)
On bélme 120 7.000
Orta bélme 180 9.000
Arka bdlme 100 5.000
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Bununla birlikte, ilgili bolumlerdeki kargolarin agirligi, ucagin dengeli siiriilebilmesi igin, her bir
bolmenin agirlik kapasiteleriyle denk oranda olmasi gerekmektedir. Alan uygun oldugu siirece ugusa
hazir ugaga yiiklenmesi 6nerilen dort tip kargo tiirii vardir.

Kargo tiirii | Agrilik(ton/adet) | Hacim(m®/adet) Kar(t/ton)
1 20 500 320
2 16 700 400
3 25 600 360
4 13 400 290

Bu kargolardan herhangi bir tiirii veya birden ¢ok tiirti kabul edilebilir. Bu bilgilere gore, toplam kar1
maksimum yapmak igin, hangi tiir kargodan ne kadar kabul edilmeli ve bunlar bélmeler arasinda nasil
dagitilmalidir. Problemi dogrusal programlama modeli olarak kurunuz.

Coziim: Karar degiskenleri:
Xij: 1’inci boliime konacak j’inci kargo tiirti miktarlar: (i=1,2,3) (G=1,2,3,4)

Amag fonksiyonu;
Max Z = 320(X ;1 +X217X31) + 400(X 2+ X0+ X32) +360(X 31X 31 X33) +290(X 14+ X541 X34)
Kisitlayicilar
Kapasite kisitlari(agirlik)

20X, +16X5+25X5+13X4 < 120
20X7,+16X51+25X55+13X54 < 180
20X53,+16X3,+25X35+13X54 < 100

Kapasite kisitlari(hacim)

500X,;+700X,+600X3+400X 4 < 7000
500X5;+700X2+600X53+400X,4 < 9000
500X3;+700X3,+600X53+400X 34 < 5000

Denge kisitlari

180(X 1+ X 12+ X5+ X 14)-120(Xp+ X2+ X5+ X04) = 0
100(Xa1+Xa X031 X04)-180(X51+ X352+ X35+ X34) = 0

ve X0 i=1.23 j=123,4
anKAT B! Denge kisitlari X11+X12+X13+X14 _ X21+X22+X23+X34 _ X31+X32+X33+X34 ‘dan
- g 120 - 180 - 100
gelmektedir.
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Ornek. 2.10. Otomobil imal eden bir firmanin 5 yerde montaj fabrikasi ve 12 farkli yerde satis bayisi
vardir. Fabrikalarin Uretim kapasiteleri sirasiyla: Fab.-A-100 adet, Fab.-B-40 adet, Fab.-C-120 adet,
Fab.D-80 adet ve Fab.-E-90 adettir. Firma fabrikalardan bayilere tasima maliyetini minimize etmek
istemektedir. Buna goére hangi fabrikadan hangi bayiye ne kadar araba gonderilmelidir?

Bayi No: 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
Talep Edilen Arag Sayisi : 35 42 28 52 17 33 62 61 43 37 28 42

Tasima Maliyetleri (Araba Basina) (*£100.)

Bayi No
Fab. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
25 36 31 20 27 33 27 21 24 35 21 24
37 23 28 35 19 31 23 25 28 27 19 31
26 19 17 28 27 36 31 24 21 27 17 30
42 2515 32 23 28 29 33 26 29 20 27
19 31 45 37 31 34 27 31 32 30 22 25

m o O ® >»

Yukaridaki bilgilerden yararlanarak dogrusal programlama modelini kurunuz.

Coziim: Karar degiskenleri,
Xij : i. fabrikadan j. bayiye gonderilecek araba sayisi
(i= A,B,C,D.E) — fabrikalar
(=12, ... ,12) — bayiler
Amag fonksiyonu;

Max Z = (ZSXAIJ" 36XA2+ ...t 24XA12) + (37XB1+ 23XB2+ ...t 31X312) + (26XC1+ 19XC2+ ... +
3OXC12) + (42XD1+ 25XD2+ I 27XD12) + (19XE1+ 31XE2+ I 25X512)

Kisitlayicilar
Bayii talep kisitlari

Xart+ Xg1+ Xcr + Xpi + Xgi =35
Xaot Xpat Xeat Xpo + Xpz =42
Xaz+ X3+ Xc3 + Xps + Xgz =28
Xast+ Xpat Xcat Xpg+ Xpg =52
Xas+ Xps+ Xcs+ Xps+ Xgs = 17
Xast+ Xps+ Xcet Xps + Xes = 33
Xa7+ Xp7+ Xc7+ Xp7+ Xg7 = 62
Xast+ Xpg+ Xcs+ Xps+ Xgs = 61
Xaot+ Xpot+ Xco+ Xpo+ Xpo =43
Xatot Xpio+ Xcio+ Xpio+ Xg1o =37
Xant Xpi+ Xen + Xpi + Xgr =28

Xazt Xzt Xciot Xpiot Xgi2 =42
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Fabrika kapasite kisitlari,

Xart Xaot Xast Xagt Xast Xaet Xazt Xagt Xaot Xaot Xant Xa <100
Xp1t Xpot Xpst Xpat Xpst Xpet Xprt Xpst Xpot Xpio+ Xpit Xpiz £ 90
Xert Xeat Xest Xeat Xest Xeot Xert Xest Xeot Xerot Xenrt Xeiz £ 120
Xp1t Xpat Xpst Xpat+ Xpst Xpet Xprt+ Xpst Xpot Xpiot Xpirt Xpiz £ 80
Xgrt+ Xt Xest Xpat Xpst Xeet Xert Xest Xeot Xeiot Xent Xerz £ 90

ve X;;=0 (i=A,B,C,D,E) (=12, ... ,12)

Personel Programlamasi

Dogrusal programlama isletmelerde minimum maliyetli isgiicii gereksinimini karsilamada, egitim-
ogretim planlamasi gibi konularda etkin sekilde kullanilmaktadir.

Ornek 2.11. Bir ulastirma isletmesinde haftanin farkli giinlerinde tam giin galisacak arag siiriiciilerine
ihtiyag vardir. Haftanin giinleri igin ihtiyag duyulan siiriicti sayilari agagidaki gibidir.

Pazartesi 25
Sal 21
Carsamba 23
Persembe 27
Cuma 22
Cumartesi 24
Pazar 19

Calisma yasalarina gore her bir siirlicii, tam giin birbirini izleyen bes giin calisip, iki giin
dinlenmelidir. Bu is yeri hangi giinlerde kag siirliciiyli ise baslatarak, toplam istihdam edecegi siiriicii
sayisini minimize edebilir. Bu is yeri problemi igin dogrusal programlama modelini kurunuz.

Coziim: Oncelikle karar degiskenleri tanimlamamiz gerektiginden ilk akla gelen;
X;: j’inci giin, iste olan siiriicii say1s1

Xi: Pazartesi iste olacak siiriicii sayisi, X,: Sali iste olacak siiriicii sayisi,... Bunun sonucunda amag
fonksiyonu: Pazartesi’nden baslayarak, Pazar’a kadar iste olanlar1 toplam1 olacaktir. Kisitlayicilar ise,
haftanin giinlerinde iste bulunmasi gereken en az siiriicii sayis1 olacakt.

Min Z= X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7
Kisitlayicilar

X >25
X >21
X3 >23
X4 >27
Xs >22
X6 >24
X; =19
X; =0 (=1.2,3.4,5,6,7)
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Bu model iki agidan yetersiz kalir. Birincisi amag fonksiyonu, igletmede tam giin istihdam edilecek
stiriicii toplamini vermez. Ciinkii her siiriicii ancak bes giin calistirilabilmektedir. Ornegin Pazartesi giinii
iste, Pazartesi baglayanlarin yaninda, daha 6nceki giinlerde baslayip isteki besinci, dérdiincii, tiglincii...
giiniinii calisanlar da vardir. lkincisi, bazi degiskenler birbiri ile iliski halindedir. Ornegin Pazartesi
calisanlarin bazilar1 Sali giinii de igte olacaktir.

Su halde ilk akla gelen karar degiskeni taniminin yetersiz oldugu ortaya ¢ikmistir. Bu problemde
bizden istenen, isletmenin tam giin ¢aligacak siiriicii ihtiyacini karsilamak {izere, haftanin giinlerinde kag
siiriiciiniin ise baglayacagini bulmak olacaktir. Bunun igin karar degiskenini yeniden tanimlamak
gerecektir.

Karar degiskenleri;

X : Pazartesi giinii ise baslayacak siiriicii sayist
X, :Sal1 giinii ige baslayacak siiriicii sayist

X; : Carsamba giinii ise baglayacak siiriicii sayisi
X4 : Pergembe giinii ise baslayacak siiriicii sayisi
X5 : Cuma giinii ise baglayacak siiriicii sayist

Xe : Cumartesi giinii ise baslayacak siiriicii sayisi

X5 : Pazar giinii ise baglayacak siiriicii sayist
Karar degiskenlerini boyle tanimladigimizda Pazartesi i¢in en az 25 siirticii iste olmalidir kisiti;
X+ +X+ X5+ Xt X7>25

seklinde olacaktir. Diger giinler iginde benzer diisiince gecerlidir.

Amag fonksiyonu haftanin giinlerinde igse baglayacaklarin sayilart toplami olacak, bdylece toplam
istihdam edilecek siiriicii sayisint verecektir. Problemin dogrusal programlama modeli asagidaki gibi
yazilir.

Min Z = X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7

Kisitlayicilar
X+ Xt X5+ Xt X>25 (Pazartesi kisiti)
X+ X+ X5t Xt X7 >21 (Sali1 kisit1)
X+ X+ X3+ Xt X223 (Cargamba Kisit1)
X+ X+ X3+ Xyt X>27 (Persembe kisit)
X+ X+ X3+ Xyt Xs >22 (Cuma kisit1)
Xot X5+ X+ Xst+ X >24 (Cumartesi kisiti)

X5+ X+ X5+ Xt X719 (Pazar kisit1)
X;=0 (=1,2,3,4,5,6,7)

Beslenme (Diyet) Problemleri

Diyet giinliik tiiketilen yiyecek ve igeceklere verilen genel bir isimdir. Diyet problemi, saghk igin
gerekli temel besinleri karsilayacak en ekonomik diyet ne olmahdir? Seklindedir. Bir bagka ifade ile
tiirlii yiyecek ve iceceklerden en uygununun segimidir. Dogrusal programlama ile modellenip, ¢6ziilen
ilk ekonomik problemden biri de diyet problemidir. Ilk 6nceleri diyet probleminin, sayisal bir 6rnegi
alinarak ¢oziimi arastirilmig, daha sonra beslenmeyle ilgili ilging uygulamalar1 yapilmigtir. Giiniimiizde
toplu beslenme yerlerinde (6grenci veya is¢i yemekhanelerinde), biiyiik santiyelerde, gemi-denizaltt vb.
yerlerde beslenme planlamasi dogrusal programlama ile yapilmaktadir.
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Ornek 2.12. insan saghg: ile ilgili arastirma kurumlari, normal gelismis saglikli bir yetiskin insanin ne
tir ve ne miktarda besleyici elementlere ihtiyag duydugunu, yaptiklart bilimsel c¢aligmalarda
belirlemislerdir. Belirlenen s6z konusu verilerin bir kisminin saglikli beslenme internet sitelerinde yer
aldig1 goriilebilir.

) @&
http://saglik.turk.net/

Yetigkin bir insanin giinlitk beslenme ihtiyaglarini karsilayacak bes temel besin elementi ile giinlitk
minimum ihtiyaglar asagida verilmistir.

Besleyici Element Gunluk Minimum ihtiyag
Karbonhidrat 134 gr
Protein 55 gr
Yag 40 gr
Kalsiyum 0,5 gr
Demir 0,1gr

DIKKAT A!
Yetiskin bir insanin yiyeceklerden aldigi besin sayisi 20’ye yakin

olmasina ragmen belirlenen bes besleyici elementten yeterli miktarlarda alindiginda,
diger besleyici elementler icin bir eksiklik duyulmamaktadir.

Bu besinlerin temin edilebilecegi yiyecek tiirleri ve bunlarin 250 graminda (yaklasik bir porsiyon)
bulunan besin miktarlartyla, her birinin birim fiyatlar: (£/Porsiyon) asagida verilmistir.

Besin Fiyat
Yiyecek | Karbonhidrat(gr) | Protein(gr) Yag(gr) Kalsiyum(gr) | Demir(gr) (bir porsiyon)
Izgara 183 58,2 9,6 0,23 0,03 350
Fasulye 131,9 43,2 4.8 0,12 0,05 272
Patates 36,8 4,5 0,36 0,24 0,02 171
Kadayif 55,2 0,26 0,10 0,26 0,04 43
Yogurt 28,7 11,2 0,05 0,18 0,00 62

Bir yetigkin insan giinliik besin gereksinimini minimum maliyetle temin edebilmesi igin her yiyecek
tiiriinden ne kadar tiiketmelidir. Problemin dogrusal programlama modelini kurunuz.

Coziim: Bu problemde karar verici, yetiskin insan gibi goriinmekle birlikte, gergek hayatta ilgili
beslenme uzmani karar verici durumdadir. Amag, minimum maliyetli besin gereksinimini karsilamak
olup, her yiyecek tiiriinden giinliik tiiketilebilecek miktarlar karar degiskenleri olacaktir.

Karar degigkenleri;

X: bir glinde tiiketilecek 1zgara miktar1

X,: bir giinde tiiketilecek fasulye miktari
X;: bir giinde tiiketilecek patates miktari
X4 bir giinde tiiketilecek kadayif miktart

Xs: bir glinde tiiketilecek yogurt miktari
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Seklinde yazilabilir. Problemin dogrusal programlama modeli ise asagidaki gibi kurulacaktir.
Min Z = 350X1+272X2+17 1 X3+43X4+62X5
Kisitlayicilar

183X,+131,9X,+36,8X5+55,2X,+28,7X5 >134

582X 143,2X,+ 4,5X5+ 0,26 X, +11,2X 5 >55

9,6X, +4,8X,+0,36X;5+ 0,1X,+ 0,05X5 >40

0,23X,+0,12X,+0,24X;3+0,26X,+0,18X5 >0,5

0,03X,+0,05X,+0,02X5+0,04X, >0,1

ve X1,X5,X3, X4, X520
Ornek 2.13. Bir at giftliginde uygulanacak beslenme programi ile atlarin bes besin maddesine olan
giinliik ihtiyaglari karsilanmak istenmektedir. S6z konusu bes besin maddesi; A,B,Q,D ve E olarak
tanimlanmig olsun. Beslenmede iig¢ yem tiirii (Yulaf, Yonca ve Arpa)kullanilmaktadir. Ug yem ¢esidinin

1 kg’min igerdigi besin maddesi miktarlari, giinliikk besin ihtiyaglart (kg) ve yem maliyetleri asagida
verilmistir.

Yem tarQ Yulaf Yonca Arpa Min. Gunluk
Besin Maddeleri | (1 kg’'da) (1 kg’da) (1 kg'da) intiyag (kg)
A 0,2 0,3 0,1 6
B 0,05 0,1 0,05 2
C 0,3 0,5 0,6 9
D 0,1 0,15 0,2 8
E 0,05 0,05 0,15 5
Maliyet(t/kg) 9 14 17

Minimum maliyette giinliik besin ihtiyaglarini karsilayacak en iyi diyeti bulan dogrusal programlama
modelini kurunuz.

Coziim: Karar degiskenleri

X : karigima katilacak yulaf miktar
X, : karigima katilacak yonca miktar
X; : karigima katilacak arpa miktar

Amag Fonksiyonu
MinZ =9 X1+l4 Xz +17X3
Kisitlayicilar

0,2 X; +0,3X,+0,1X; <6
0,05X,+0,1X,+0,05X5 <2
0,3X,+0,5X,+0,6X5<9
0,1X,+0,15X,+0,2X;5 < 8
0,05X;+0,05X,+0,15X5 <5
ve X1,X2,X32>0
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Reklam Se¢imi Problemi

Glintimiiz isletmeleri iiriin ve hizmetlerini miisterilerine tanitmak ve talebi artirmak i¢in etkin reklam
kampanyalar1 yiiriitiirler. Reklamin amacina ulagsmasina yonelik olarak, etkili olacak reklam segiminde
dogrusal programlama kullanilmaktadir.

Ornek 2.14. Eskisehir’de 4 perakende diikkanindan olusan bir diikkan zincirinin reklam yoneticisi 2
medya segenegini g6z oniinde tutuyor. Biri yerel bir gazetede yarim sayfalik ilanlar, digeri TVA’ daki
reklamlardir. Reklam yéneticisi reklama maruz kalma oraninin reklam kampanyasinin sonunda sehir
merkezinde en az %40, il genelinde de en az % 60 olmasini istiyor.

S6z konusu TV reklami basina bu oran sehir civarinda %S5, il genelinde %3’tiir. Yarim sayfalik gazete
ilan1 basina bu oran sehir merkezinde %4, il genelinde %3’tlir. Yarim sayfalik gazete ilaninin maliyeti
£9.250, televizyon reklaminin maliyeti £20.000dr.

Amag arzulanan hedefi karsilayacak en az maliyetli reklam stratejisini se¢mektir. Dogrusal
programlama modelini kurunuz.

Coziim: Karar degiskenleri;

X : Yarim sayfalik gazete ilani sayisi (kag giin ¢ikacak)
X, : TV reklami sayist

Amag fonksiyonu;
Min Z = 9.250X; +20.000X,
Kisitlayicilar

0,05X, +0,04X, > 0,40
0,03X,; +0,03X, > 0,60

ve X1, X520
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